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Teorema di Fermat

Enunciato
Ipotesi Sia (a,b) un intervallo, sia f : (a,b) — IR e sia
2 Ela, b (1)
un punto di estremo relativo per f. Supponiamo che
[ sia derivabile in zg. (2)

Allora
Tesi

f' (o) =0. (3)

Dimostrazione Supponiamo, per fissare le idee, che zy sia un punto di minimo relativo. Ricor-
diamo che zy é un punto di massimo relativo per f se esistono ax e bx tali che

a<ax<mg <bx<b (4)
flzo) € flz)  Va € [ax,bx]. (5)
Per dimostrare la (3) facciamo vedere che si deve avere contemporaneamente
f'(z0) = 0. (6)
e
fxo) < 0. (7)
Per questo consideriamo per @ # 2 il rapporto incrementale
R(IF) - f(ﬂ“) _ f(mﬂ) (8)

r—Tg

Notiamo che R(z) rappresenta la pendenza della retta congiungente i punti (z, f(z)) e (zo, f(z0))
(v. figura ).

D
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Sappiamo che f’(zg) € il limite di R(z) per x che tende a g, e che tale limite esiste, grazie alla
(2). In particolare esisteranno il limite sinistro ed il limite destro (stiamo usando la (1)), e saranno
uguali:

lim R(z) = f'(z¢) = lim R(z). (9)
Tr—rrg— T—xg+
Esaminiamo dapprima il limite sinistro: per x < 2y avremo che il denominatore di R(2) in (8) sara
< 0, ed il numeratore, dalla (5), sard > 0 per ax < o < 2 : quindi avremo
f@)—flxe) 20

==—=<0 Vz€ [ex 0]

Rx) =
() x— a9 <0

Per il teorema della permanenza del segno avremo quindi

lim R(z) <0,
r—rp—
e quindi (usando la prima delle (9)) otteniamo la (6).
Possiamo ora fare un ragionamento analogo per il limite destro: per x5 < = avremo che il
denominatore di R(z) in (8) sara > 0, ed il numeratore, dalla (5), sard ancora > 0 per g < = < b+.
Quindi avremo

R(z) ::WZ%—SZU V:l?E[:L‘g,b*[

Per il teorema della permanenza del segno avremo quindi

lim R(z) >0

T—ro+

quindi (usando la seconda delle (9)) otteniamo la (7). Come abbiamo gia osservato, dalla (6) e
dalla (7) segue poi, immediatemante, la tesi (3).

*
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Teorema di Rolle
Enunciato
Ipotesi Sia [a,b] un intervallo chiuso e sia f : [a,b] — IR tale che
o (i) f € C%([a, 8],
e (ii) f & derivabile in |a, b,
o (iif) f(a) = £(b).

Allora:
Tesi Esiste almeno un c € [a,b] tale che

f'(e)=o0. (1)

f(a)=f(b)

1]
o F
o
>

Dimostrazione Dalla (i) e dal teorema della esistenza dei massimi e minimi, ottenimo che devono
esistere due punti ,, e x5, entrambi in [a,b], tali che

flzm) < f2) £ flzar) Vz € [a,b)]. (2)

A questo punto si danno, ovviamente, due casi

- 1- Almeno uno, tra x,, e @), sta in |a, b[ (ciog & interno all’intervallo [a, b]).

- II - Entrambi %,, e 2, sono negli estremi.

La seconda ipotesi, a priori, darebbe luogo a quattro sottocasi: {z,, = zy = a}, oppure
{z,, = x)r = b}, oppure {2,,, = a, z)s = b}, oppure {z,, = b, z); = a}. Ma, tenuto conto della (iit),
in tutti e quattro i casi avremmo sempre f(z,,) = f(zar), e quindi, dalla (2) f(z) = f(zn) = f(zum).
Insomma: se si verifica il caso II, la funzione f risulta essere costante, e quindi la sua derivata &
nulla in tutto ]a, b[, e quindi qualunque punto di ]a, b[ pud essere preso come ”punto c”.

Consideriamo ora il caso I, e supponiamo, per fissare le idee, che sia =), a essere in ]a,b[.
Avremmo allora un massimo relativo interno. E facile vedere che tutte le altre ipotesi del Teorema
di Fermat sono verificate, e quindi lo possiamo applicare. La tesi del Teorema di Fermat ci dice
allora che f/(z5s) = 0. Quindi la (1) risulta verificata prendendo c = z ;.
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Teorema del confronto (o dei due carabinieri)

Teorema. Siano f, g, h tre funzioni definite nello stesso intervallo, tranne al piti un punto c di
questo, e tali che f(x) < g(x) < h(x) . Supponiamo inoltre che

li_mf(x) =limh(x)=1.
Allora

I g(x)={.
xX—=c
Dimostrazione

Poiché
lim f(x)=limh(x) =1

dalla definizione di limite segue che:

Ve>0 3I(c) tc. perognix#c,xelc) siha I-s<f(x)<l+s¢

e
Ve>0 31,(c) tc. perognix#c,xe I,(c) siha I-g<h(x)<l+s.
Sia
I©)=1(c)nL(c).
Allora
Ve>0 I I(c) fe. perognix#c,xe I(c) siha /-e<f(x)<gx)<h(x)<l+e.
Pertanto
Ve>0 EII(C) te. perognix#c,xe I(c) siha /I-g<gx)<l+¢,
ovvero

limg(x)=1/.

Osservazione: Nella dimostrazione del teorema stiamo supponendo che il valore / del limite sia
finito. Il teorema continua a sussistere anche quando / =+ oppure / =—w . Per dimostrarlo, &
sufficiente ripercorre la dimostrazione, utilizzando la definizione di limite appropriata. Lasciamo al
lettore la verifica.



